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Note to teachers and students on the use of published marking schemes 
 

Marking schemes published by the State Examinations Commission are not intended to be 

standalone documents.  They are an essential resource for examiners who receive training 

in the correct interpretation and application of the scheme.  This training involves, among 

other things, marking samples of student work and discussing the marks awarded, so as to 

clarify the correct application of the scheme.  The work of examiners is subsequently 

monitored by Advising Examiners to ensure consistent and accurate application of the 

marking scheme.  This process is overseen by the Chief Examiner, usually assisted by a Chief 

Advising Examiner.  The Chief Examiner is the final authority regarding whether or not the 

marking scheme has been correctly applied to any piece of candidate work. 

Marking schemes are working documents.  While a draft marking scheme is prepared in 

advance of the examination, the scheme is not finalised until examiners have applied it to 

candidates’ work and the feedback from all examiners has been collated and considered in 

light of the full range of responses of candidates, the overall level of difficulty of the 

examination and the need to maintain consistency in standards from year to year.  This 

published document contains the finalised scheme, as it was applied to all candidates’ work. 

In the case of marking schemes that include model solutions or answers, it should be noted 

that these are not intended to be exhaustive.  Variations and alternatives may also be 

acceptable.  Examiners must consider all answers on their merits, and will have consulted 

with their Advising Examiners when in doubt. 

Future Marking Schemes 

Assumptions about future marking schemes on the basis of past schemes should be 

avoided.  While the underlying assessment principles remain the same, the details of the 

marking of a particular type of question may change in the context of the contribution of 

that question to the overall examination in a given year.  The Chief Examiner in any given 

year has the responsibility to determine how best to ensure the fair and accurate 

assessment of candidates’ work and to ensure consistency in the standard of the 

assessment from year to year.  Accordingly, aspects of the structure, detail and application 

of the marking scheme for a particular examination are subject to change from one year to 

the next without notice. 
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General Guidelines 
 
1  Penalties of three types are applied to candidates' work as follows: 
 
  Slips  ‐ numerical slips  S(‐1) 
 
  Blunders  ‐ mathematical errors  B(‐3) 
 
  Misreading  ‐ if not serious  M(‐1) 
 
  Serious blunder or omission or misreading which oversimplifies: 
  ‐ award the attempt mark only. 
 
  Attempt marks are awarded as follows:                                                 5 (att 2) 
 
 
2  The marking scheme shows one correct solution to each question. 

In many cases there are other equally valid methods. 
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1.  (a)  A car is travelling on a straight level road at a uniform speed of 26 m s–1 when the 
driver notices a tractor 912 m ahead. 

    The tractor is travelling at a uniform speed of 6 m s–1 in the same direction as the 
car. 

    The driver of the car hesitates for t seconds before applying the brake. 
    The maximum deceleration of the car is 5 m s–2.     

   Find the maximum value of t which would avoid a collision between the car and 
the tractor. 

    
 

Car:       ݏ ൌ ݐݑ 
ଵ

ଶ
 2ݐܽ        

ݏ ൌ ݐ26  0     
ݏ ൌ  ݐ26       (5) 

   
          ݒ ൌ ݑ   ݐܽ          
          6 ൌ 26 െ  ଵݐ5  
          ଵݐ ൌ 4          (5) 
 

        ݏ ൌ ݐݑ 
ଵ

ଶ
 2ݐܽ        

        ݏ ൌ 26 ൈ 4 
ଵ

ଶ
ൈ ሺെ5ሻ ൈ 42     

          ݏ ൌ 64          (5) 
     
          ݏ ൌ ݐ26  64 
 

Tractor:     ݏ ൌ ݐݑ 
ଵ

ଶ
 2ݐܽ        

்ݏ ൌ 6ሺݐ  4ሻ  0     
்ݏ ൌ ݐ6  24        (5) 

 
 

        ݏ   ൌ ்ݏ  91.2       
ݐ26      64 ൌ ݐ6  24  91.2     

ݐ20 ൌ 51.2   
              ݐ					 ൌ 2.56        (5)    (25) 
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(b) A 60 gram mass is projected vertically upwards with an initial speed of 15 m s–1 
and half a second later a 40 gram mass is projected vertically upwards from the 
same point with an initial speed of 2265 m s–1. 

(i)  Calculate the height at which the masses will collide. 

The masses coalesce on colliding. 

(ii)  Find the greatest height which the combined mass will reach. 
 
 

(i)      ݐ15 െ 2ݐ4.9 ൌ 22.65 ቀݐ െ
ଵ

ଶ
ቁ െ 4.9 ቀݐ െ

ଵ

ଶ
ቁ
2
  (5)   

   
        ݐ12.55 ൌ 12.55     

ݐ ൌ 1            (5) 
 

      ݄ ൌ 15 ൈ 1 
ଵ

ଶ
ሺെ9.8ሻ1ଶ     

݄ ൌ 10.1		m          (5)     
 

   
 
 

(ii)     ଵݒ ൌ 15 െ 9.8ሺ1ሻ           
        ଵݒ ൌ 5.2   
 

      ଶݒ ൌ 22.65 െ 9.8 ቀ1 െ
ଵ

ଶ
ቁ           

        ଶݒ ൌ 17.75 
 

0.06 ൈ 5.2  0.04 ൈ 17.75 ൌ  ݒ0.1          
               1.022 ൌ  ݒ0.1
        ݒ ൌ

ଵ.ଶଶ

.ଵ
ൌ

ହଵଵ

ହ
ൌ 10.22      (5) 

 
        ଶݒ ൌ ଶݑ   ݏ2ܽ
        0 ൌ 10.22ଶ  2ሺെ9.8ሻݏ 
 
        ݏ ൌ 5.3 
     
      greatest	height ൌ 5.3  10.1 ൌ 15.4	m     (5)    (25) 
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2. (a)  Two straight roads intersect at an angle of 30°. 
Car A is moving along one road towards the 
intersection with a uniform speed of 6 m s–1. 
Car B is moving along the other road towards the 
intersection with a uniform speed of 8 m s–1. 

(i) Find the velocity of B relative to A. 

A reaches the intersection 5 seconds before B. 

(ii)  Find the distance of each car from the intersection when they are 
nearest to each other. 

 
 

    (i)    ܸሬሬሬሬԦ ൌ 6		ଓԦ	          (5) 
 

      ܸሬሬሬሬԦ ൌ 8 cos 30	ଓԦ	  8 sin 30	ଔԦ	      (5) 
 

      ܸሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ܸሬሬሬሬԦ െ ܸሬሬሬሬԦ				 	   
 

      ܸሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ൫4√3 െ 6൯ 	ଓԦ	  4		ଔԦ	      (5) 

   
     

    ห ܸሬሬሬሬሬሬԦห ൌ ට൫4√3 െ 6൯
ଶ
 42 ൌ 4.1 m s–1   

 

      tanିଵ ቀ
ସ

ସ√ଷି
ቁ ൌ 76.94°      (5) 

 
 
 
    (ii)   
             
 
            |BA| ൌ 6 ൈ 5 ൌ 30   
 
 
 

      େݐ ൌ
ଷcos .ଽସ

ସ.ଵ
ൌ 1.65		s      (5) 

 
      ݏ ൌ 30  6 ൈ 1.65 ൌ 39.9		m   
 
      ݏ ൌ 8 ൈ 1.65 ൌ 13.2		m      (5)    (30) 

 

  

76.94° 
A B 

C 
4.1 

A 

B 

30° 
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(b)  A woman can swim at 
ହ

଼
 m s–1 in still water. 

She swims across a river of width d. 
She sets out at right angles to the bank. 
The current flows parallel to the straight banks. 

It flows at 
ଵ

ଶ
 m s–1 for the first part of her 

journey and at 1 m s–1 for the remainder of 
her journey. 
She starts from point A, the current changes 
when she reaches point B and she lands at point C. 

She finds that when she has reached the other side, she has drifted downstream 
a distance equal to the width of the river. 
B is a distance x from the bank, as shown in the diagram.   

Find x in terms of d. 
 

      Vert:   
ହ

଼
ଵݐ 

ହ

଼
ଶݐ ൌ ݀      (5) 

 

          ଵݐ2  ଶݐ2 ൌ
ଵௗ

ହ
   

 

      Horiz:   
ଵ

ଶ
ଵݐ  ଶݐ ൌ ݀      (5) 

 
          ଵݐ  ଶݐ2 ൌ 2݀       
  

        ⟹ 1ݐ ൌ
6݀

5
      (5) 

 

      ݔ ൌ
ହ

଼
ଵݐ ൌ

ହ

଼
ൈ

ௗ

ହ
ൌ

ଷ

ସ
݀     (5)      (20) 

 
 
 

 
 

B 

A 

C 

d 

x 
d 



Leaving Certificate 2020  [6]  ATAL Applied Mathematics – Marking Scheme 

3.  (a)  A particle is projected from a point P with speed u m s–1 at an angle α to the 
horizontal.   

(i)  Show that the range of the particle is 
ଶ௨మ ୱ୧୬ఈ ୡ୭ୱఈ


. 

The particle is 245 m above the horizontal ground after 5 seconds and it strikes 
the ground 2352 m from P.   

(ii)  Find the value of u. 
 
 

(i)       ݎ ൌ 0         

ݑ sinߙ ൈ ݐ െ
1
2
ଶݐ݃ ൌ 0 

            ݐ ൌ
ଶ௨ sinఈ


      (5) 

 
        Range ൌ ݑ cos ߙ ൈ  ݐ  

ൌ ݑ	 cos ߙ ൈ
ݑ2 sinߙ

݃
 

          ൌ
ଶ௨మ sinఈ cosఈ


        (5) 

 
 
 

(ii)       ݎ ൌ 24.5   

 
        ݑ sinߙ ൈ 5 െ 4.9 ൈ 5ଶ ൌ 24.5   
 
            ݑ sinߙ ൌ 29.4      (5) 
 
 

        Range ൌ ݑ	 cos ߙ ൈ ଶ௨ sinఈ


ൌ 235.2 

 

          ݑ cos ߙ ൈ ହ଼.଼


ൌ 235.2 

          ݑ cos ߙ ൌ 39.2       (5) 
 
 
        ሺݑ sin ሻଶߙ  ሺݑ cos ሻଶߙ ൌ 29.4ଶ  39.2ଶ 
 

        ଶ൫sin2ݑ ߙ  cos2 ൯ߙ ൌ 2401         

 
          ଶݑ ൌ 2401 
 
          ݑ ൌ 49			m	sିଵ        (5)    (25) 
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(b) A plane is inclined at an angle of 45° to the horizontal. 
A particle is projected down the plane with initial 

speed 2√2 m s–1 at an angle of 45° to the inclined 
plane. 
The range along the inclined plane of the first hop is d. 

The plane of projection is vertical and contains 
the line of greatest slope. 

(i) Find the value of d. 

The coefficient of restitution between the particle and the inclined plane is 04. 
The range of the second hop is kd. 

(ii) Find the value of k. 
 

 
 
(i) ݎ ൌ 0      (5) 

2√2 sin 45 ൈ ݐ െ
ଵ

ଶ
݃ cos 45 	ൈ ଶݐ ൌ 0     

ݐ ൌ
ସ√ଶ


ൌ 0.58      (5) 

 

      ݀ ൌ 2√2 cos 45 ൈ ݐ 
ଵ

ଶ
݃ sin 45	ൈ   ଶݐ  

      				ൌ 2√2 cos 45 ൈ ସ√ଶ




ଵ

ଶ
݃ sin 45 	ൈ ቀସ√ଶ


ቁ
ଶ
 

      				ൌ 2√2 cos 45 ൈ ସ√ଶ




ଵ

ଶ
݃ sin 45 	ൈ ቀସ√ଶ


ቁ
ଶ
 

      				ൌ
ଵ√ଶ


ൌ

଼√ଶ

ସଽ
ൌ 2.31        (5) 

 

(ii)       ݒ ൌ 2√2 cos 45  ݃	 sin 45 ൈ
ସ√ଶ


ൌ 6	     

ݒ ൌ 2√2 sin 45 െ ݃	 cos 45 ൈ
ସ√ଶ


ൌ െ2    

    ோݒ ൌ 6 	ଓԦ	  0.8		ଔԦ	        (5) 
 
             ݎ ൌ 0             

    0.8 ൈ ݐ െ
ଵ

ଶ
݃ cos 45	ൈ ଶݐ ൌ 0 

        ݐ ൌ
ଵ.√ଶ


           

   

    ݇݀ ൌ 6 ൈ ݐ 
ଵ

ଶ
݃ sin 45 	ൈ  ଶݐ

    ݇ ൈ
ଵ√ଶ


ൌ 6 ൈ

ଵ.√ଶ




ଵ

ଶ
݃ sin 45	ൈ ቀଵ.√ଶ


ቁ
ଶ
 

    10݇ ൌ 6  0.8   
     
                  ݇ ൌ 0.68          (5)    (25) 

 
 
 

 

2√2 

d 

kd 

45º 

45º 
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4.  (a)  A block A of mass 10m on a smooth plane inclined at 

an angle α with the horizontal, where tan α = 
ଷ

ସ
, is 

connected by a light inextensible string which passes 
over a smooth pulley to a second block B of mass 10m.  
B is 245 cm above an inelastic horizontal floor, as 
shown in the diagram. 

The system is released from rest. 

Find 

(i) the acceleration of B 

(ii)  the time that B remains in contact with the floor.   
 
 

 
    (i)      10݉݃ െ ܶ ൌ 10݉ܽ      (5) 
 

          ܶ െ 10݉݃ ൈ
ଷ

ହ
ൌ 10݉ܽ     (5) 

   

ܽ ൌ


ହ
ൌ 1.96        (5) 

     
 

    (ii)  B    ଶݒ ൌ ଶݑ   ݏ2ܽ  
          ଶݒ ൌ 0  2ሺ1.96ሻሺ0.245ሻ 
         
          ݒ ൌ 0.98        (5) 
 
   

      A    ݏ ൌ ݐݑ 
ଵ

ଶ
 ଶݐܽ    

          0 ൌ ݐ0.98 
ଵ

ଶ
ሺെ݃ sinߙሻݐଶ   

          0 ൌ 0.98 
ଵ

ଶ
ሺെ݃ ൈ 0.6ሻݐ 

 

          ݐ ൌ
ଵ

ଷ
ൌ 0.33		s.       (5)    (25) 

 
 

 

A  B 

α 
245 cm 
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(b)  A particle C of mass 2m rests on a rough plane 
which is inclined at 30° to the horizontal. 
The coefficient of friction between C and the plane 

is 
√ଷ

ଶଵ
.  A light inextensible string which passes 

under a smooth movable pulley of mass 3m 
connects C to a particle D of mass m, as shown in 
the diagram.  

The system is released from rest.  C moves up the plane.  

(i)  Show, on separate diagrams, the forces acting on the moveable pulley and 
on each of the masses. 

(ii)  Find in terms of m the tension in the string. 

 
 

 
(i) 
 
 
                  (5) 
 
 
 
 

 
 
 

  (ii)    ܶ െ 2݉݃ sin30 െ ߤ ൈ 2݉݃ cos 30 ൌ  2݉   (5)   
 

      ܶ െ݉݃ ൌ  ݍ݉       (5) 
 

  3݉݃ െ 2ܶ ൌ 3݉ ൈ
ଵ

ଶ
ሺ   ሻݍ     (5) 

 
 

      3݉݃ െ 2ܶ ൌ
ଷ

ଶ
݉ ቄቀ ்

ଶ
െ



ଶ
െ



ଵସ
ቁ  ቀ்


െ ݃ቁቅ     

 

  3݉݃ െ 2ܶ ൌ
ଷ

ସ
ܶ െ




݉݃ 

ଷ

ଶ
ܶ െ

ଷ

ଶ
݉݃ 

 

  3݉݃ 



݉݃ 

ଷ

ଶ
݉݃ ൌ 2ܶ 

ଷ

ସ
ܶ 

ଷ

ଶ
ܶ 

   

  ܶ ൌ
ଵହ

ଵଵଽ
݉݃ ൌ

ଶଵ

ଵ
݉    (5)    (25) 

 
 

       
     

 

R 

2mg µR 

T  T T 

3mg  mg 

T 

C 

 3m   D 
30° 
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5.  (a)  A smooth sphere A of mass m, moving with speed 3u on a 
smooth horizontal table collides directly with a smooth sphere 
B of mass 2m, moving in the opposite direction with speed u. 

    The directions of motion of A and B are reversed by the 
collision. 

The coefficient of restitution between A and B is e. 

(i) Find the speed, in terms of u and e, of each sphere after the collision. 

Subsequently B hits a wall at right angles to the line of motion of A and B. 

The coefficient of restitution between B and the wall is 
ଵ

ଶ
. 

After B rebounds from the wall there is a further collision between A and B. 

(ii)  Show that 
ଵ

଼
൏ ݁ ൏ ଵ

ସ
. 

   
 

 
(i) PCM  ݉ሺ3ݑሻ  2݉ሺെݑሻ ൌ ݉ሺെݒଵሻ   ଶݒ2݉     (5) 

 
NEL  െݒଵ െ ଶݒ ൌ െ݁ሺ3ݑ   ሻݑ       (5) 

 
      െݒଵ  ଶݒ2 ൌ   ݑ          
 
      ଵݒ  ଶݒ ൌ  ݑ4݁
 

      ଵݒ ൌ
௨ሺ଼ିଵሻ

ଷ
    ଶݒ ൌ

௨ሺଵାସሻ

ଷ
      (5), (5) 

 
 

(ii)           
ଵ

ଶ
ଶݒ ൌ

௨ሺଵାସሻ


 

 

2nd collision if   
ଵ

ଶ
ଶݒ   ଵݒ     	 

 

       
௨ሺଵାସሻ




௨ሺ଼ିଵሻ

ଷ
 

 
        1  4݁  16݁ െ 2 
 

            ݁ ൏
ଵ

ସ
          (5) 

 
 
           ଵݒ  0     
 

         
௨ሺ଼ିଵሻ

ଷ
 0 

 
          8݁ െ 1  0 
          ݁ 

ଵ

଼
 

 

         
ଵ

଼
൏ ݁ ൏

ଵ

ସ
        (5)    (30) 

  

u 

B 

3u 

A 

 			ଵݒ  			ଶݒ

3u 

A 

u 

B 
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(b) A smooth sphere P has mass m1 and speed u. 
It collides obliquely with a smooth sphere Q, of mass 
m2, which is at rest. 
Before the collision the direction of P makes an angle 
of 30° to the line of centres, as shown in the diagram. 

The coefficient of restitution between the 
spheres is ݁. 

Prove that P will turn through a right‐angle if 4݉ଵ ൌ ሺ3݁ െ 1ሻ݉ଶ. 
 

    P  ݉ଵ 
௨√ଷ

ଶ
		ଓԦ 

௨

ଶ
		ଔԦ		  	ଓԦ		ଵݒ												 	

௨

ଶ
		ଔԦ	     

    Q  ݉ଶ  0		ଓԦ  0		ଔԦ		  ଓԦ		ଶݒ												  0		ଔԦ	     
 
 

    PCM  ݉ଵ ቀ
௨√ଷ

ଶ
ቁ  ݉ଶሺ0ሻ ൌ ݉ଵݒଵ  ݉ଶݒଶ      (5) 

 

NEL  ଵݒ െ ଶݒ ൌ െ݁ ቀ
௨√ଷ

ଶ
െ 0ቁ        (5)   

 

     
భ

మ
ଵݒ  ଶݒ ൌ

భ

మ
ቀ௨√ଷ

ଶ
ቁ 

 

      ଵݒ െ ଶݒ ൌ െ݁ ቀ
௨√ଷ

ଶ
ቁ 

         

         
భ

మ
ଵݒ  ଵݒ ൌ

భ

మ
ቀ௨√ଷ

ଶ
ቁ െ ݁ ቀ

௨√ଷ

ଶ
ቁ    (5) 

   
         

          tan 60 ൌ
ೠ
మ

ି௩భ
           

      ଵݒ ൌ െ
௨

ଶ√ଷ
ൌ െ

௨√ଷ


       

 
 

     
భ

మ
ቀെ

௨

ଶ√ଷ
ቁ െ

௨

ଶ√ଷ
ൌ

భ

మ
ቀ௨√ଷ

ଶ
ቁ െ ݁ ቀ

௨√ଷ

ଶ
ቁ    

 

       
భ

మ
 1 ൌ െ

భ

మ
ሺ3ሻ  eሺ3ሻ 

 
        4݉ଵ ൌ ሺ3݁ െ 1ሻ݉ଶ        (5)    (20) 
       

  

P
P 

Q
Q 

30°30° 

u 
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6.  (a)  A particle D of mass m is suspended from a fixed point by a light elastic string of 

natural length ℓ and elastic constant 


ℓ
. 

    Initially D rests in equilibrium with the string vertical.  

    The particle is now pulled down a vertical distance 
ଵ

ଷ
ℓ below its equilibrium 

position and released from rest. 

  (i)  Show that D moves with simple harmonic motion. 

  (ii)  In terms of ℓ, find the greatest speed of D while the string remains taut. 
 
 

(i)        ܶ ൌ ݉݃          (5) 
 
          ݇݁ ൌ ݉݃ 
 

         


ℓ
݁ ൌ ݉݃     

 

          ݁ ൌ
ଵ


ℓ            (5) 

 
          ሷݔ݉ ൌ ݉݃ െ ܶ 
 

          ሷݔ݉ ൌ ݉݃ െ


ℓ
ሺ݁   ሻݔ

 

          ሷݔ ൌ െ


ℓ
 ݔ ⟹ 			S. H.M.      (5) 

 
 

(ii)        ߱ ൌ ට

ℓ
          (5) 

 

        greatest	speed ൌ ߱ ൈ
ℓ

ଷ
ൌ

ଵ

ଷ
ඥ6ℓ݃      (5)    (25) 
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(b) A particle P is attached to one end of a light inextensible 
string of length	݀. 
The other end of the string is attached to a fixed point O. 
The particle is hanging freely at rest, with the string vertical, 

when it is projected horizontally with speed	ඥ3݃݀. 
The particle moves in a vertical circle. 
The string becomes slack when P is at the point B. 
OB makes an angle ߠ with the upward vertical. 

(i) Show that cos ߠ ൌ ଵ

ଷ
. 

(ii)  In terms of ݀, find the greatest height of P above B in the subsequent 
motion. 

 
 

(i)          ܶ ݉݃ cos ߠ ൌ
௩మ

ௗ
        (5) 

 

         
ଵ

ଶ
݉ሺ3݃݀ሻ ൌ

ଵ

ଶ
ଶݒ݉  ݉݃ሺ݀  ݀ cos   ሻߠ (5) 

 

          ݉݃ሺ1 െ 2 cos ሻߠ ൌ ௩మ

ௗ
   

 

          ܶ ݉݃ cos ߠ ൌ ௩మ

ௗ
ൌ ݉݃ሺ1 െ 2 cos  ሻߠ  

 
          ܶ  3݉݃ cos ߠ ൌ ݉݃ 
 

        ܶ ൌ 0  ⇒  cos ߠ ൌ ଵ

ଷ
        (5)     

 
 

(ii)                 ܶ ݉݃ cos ߠ ൌ ௩మ

ௗ
 

 

            0  ݉݃ ൈ
ଵ

ଷ
ൌ

௩మ

ௗ
       

 

            ଶݒ ൌ
ଵ

ଷ
݀݃        (5)     

 
          ଶݒ ൌ ଶݑ   ݏ2ܽ
 
          0 ൌ ሺݒ sin ሻଶߠ െ  ݏ2݃
 

          0 ൌ 	
ଵ

ଷ
݀݃ ൈ

଼

ଽ
െ  ݏ2݃          

 

        ݏ ൌ 	
ସௗ

ଶ
            (5)    (25) 

  
  

 ߠ
O 

B 
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7.  (a)  A uniform lamina ABCDE is formed by joining 
square ABDE with triangle BCD, as shown in the 
diagram. 

    BCD is an isosceles triangle. 

    ∣AB∣	ൌ	24	cm	and ∣BC∣	ൌ	20	cm. 

(i)  Find the distance of the centre of gravity of 
the lamina from AE. 

The lamina is freely suspended from B and hangs in equilibrium. 

           (ii)       Find the angle which BD makes with the vertical. 
 
 
(i)         Area      c.g. from AE 
    EDBA    24 ൈ 24 ൌ 576    12      (5) 
 

    DCB   
ଵ

ଶ
ൈ 24 ൈ 16 ൌ 192    24 

ଵ

ଷ
ൈ 16 ൌ

଼଼

ଷ
  (5) 

 
    EDCBA   576  192 ൌ 768     ݔ     (5) 
 

        ݔ768 ൌ 576 ൈ 12  192 ൈ
଼଼

ଷ
     

 

          ݔ ൌ
ସଽ

ଷ
ൌ 16.3  cm        (5)     

 
 
             
(ii)   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        |ܨܩ| ൌ 24 െ
ସଽ

ଷ
ൌ

ଶଷ

ଷ
 

 
        |ܨܤ| ൌ 12 
 

    tan ߠ ൌ ଶଷ

ଷ
ൊ 12 ൌ

ଶଷ

ଷ
 

 
ߠ     ൌ 32.57°.     (5)  (25) 
 
  

	ܦ
	ܣ

	ܤ 	ܥ

	ܧ

	ܨ

	ܩ

	ߠ

A 
	

B 
	

C 
	

E 
	

D 
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(b)  Two uniform rods AB and BC, of equal length, and of  
weights 2W and W respectively are smoothly hinged at B. 

A and C are hinged to a horizontal beam. 

The rods are in a vertical plane with B below AC. 

|ܥܣܤ∠| ൌ  .ߙ

Find the horizontal and vertical components of the 
reaction of the hinge at B on the rod AB. 

 
 
 
 
 
 
       
 
 
 
 
     
 
      AB    ↻  ܣ
 

                ܺଶ ൈ ݈ sin ߙ  ଶܻ ൈ ݈ cos ߙ ൌ 2ܹ ൈ
ଵ

ଶ
݈ cos  ߙ (5), (5)   

   
            ܺଶ tanߙ  ଶܻ ൌ ܹ       
 

      BC    ↻  ܥ

           ܺଶ ൈ ݈ sin ߙ ൌ ଶܻ ൈ ݈ cos ߙ ܹ ൈ
ଵ

ଶ
݈ cos  ߙ (5) 

   

                 ܺଶ tanߙ ൌ ଶܻ 
ଵ

ଶ
ܹ    

   
 

          ଶܻ ൌ ܹ െ ଶܻ െ
ଵ

ଶ
ܹ         

             

          ଶܻ ൌ
ଵ

ସ
ܹ          (5) 

   

          ܺଶ tanߙ 
ଵ

ସ
ܹ ൌ ܹ             

        ܺଶ tanߙ ൌ
ଷ

ସ
ܹ      

 

        ܺଶ ൌ
ଷௐ

ସ tanఈ
          (5)    (25) 

 
  

Y 
X 

ଶܻ 

ܺଶ ܺଶ 
ଶܻ 

2W  W 

ଵܻ 

ଵܺ 

 
α 

 

 B 

C A 
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8.  (a)  Prove that the moment of inertia of a uniform disc, of mass m and radius r about 

an axis through its centre, perpendicular to its plane, is 
ଵ

ଶ
 .ଶݎ݉

 
            Let  ܯ  =  mass per unit area 

 
          mass of element  =  ܯሼ2ݔ݀ݔߨሽ 
 

    moment of inertia of the element  =    ܯሼ2ݔ݀ݔߨሽ	2ݔ    (5) 
 

             moment of inertia of the disc  =    2ܯߨ	  		ݔ݀	3ݔ	
		     (5) 

 

                =   2πM  ቂ
௫ర

ସ
ቃ
		

		
    (5) 

 

                =   
ଵ

ଶ
 ସݎܯߨ

 

                =   
ଵ

ଶ
 ଶݎ݉     (5)    (20) 
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(b) A wheel consists of a uniform circular disc of 
radius r. 
The wheel rolls down a rough inclined plane 
without slipping. 
The plane is inclined at an angle α to the 
horizontal. 

(i)  Show that the acceleration of the wheel is 
ଶ

ଷ
݃ sin  .ߙ

The coefficient of friction between the wheel and the inclined plane is 02. 

(ii)  Find the maximum value of α. 

 
 

(i)             
ଵ

ଶ
ଶ߱ܫ 

ଵ

ଶ
ଶݒ݉ ൌ ݄݉݃      (5) 

 

       
ଵ

ଶ
ቀଵ
ଶ
ଶቁݎ݉ ቀ

௩


ቁ
ଶ


ଵ

ଶ
ଶݒ݉ ൌ ݄݉݃     (5) 

 

         
ଷ

ସ
ଶݒ݉ ൌ ݄݉݃         

 

          ଶݒ ൌ
ସ

ଷ
݄݃ ൌ

ସ

ଷ
ݔ݃ sinߙ     (5) 

 
 
        ଶݒ ൌ ଶݑ   ݏ2ܽ
 

       
ସ

ଷ
ݔ݃ sinߙ ൌ 0   ݔ2ܽ

 

          ܽ ൌ
ଶ

ଷ
݃ sinߙ        (5) 

 
 
 

(ii)      ݉ܽ ൌ ݉݃ sinߙ െ ݃݉ߤ cos  ߙ     (5) 
 

      ݉ ൈ
ଶ

ଷ
݃ sinߙ ൌ ݉݃ sinߙ െ 0.2݉݃ cos  ߙ    

 

       
ଵ

ଷ
sinߙ ൌ 0.2 cos  ߙ

 
        tanߙ ൌ 0.6       
 
        ߙ ൌ 30.96°.          (5)    (30) 
 
 
 
 

α 
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9.  (a)  A U‐tube whose limbs are vertical and of equal length contains mercury of  
relative density 136. 

    The surface of the mercury is 15 cm from the top of each limb. 
    The cross‐sectional area of the U‐tube is 10 cm2. 
    100 cm3 of oil, of relative density 068, is poured into one limb.  The surface of 

the oil is x cm from the top of the limb. 

   Find the value of x. 
 
 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      ݄ ൌ



ൌ

ଵ

ଵ
ൌ 10		cm          (5) 

 
      ܲ ൌ 680 ൈ ݃ ൈ 10 ൈ 10ିଶ        (5)  
 
      ܲ ൌ 13600 ൈ ݃ ൈ ݕ2 ൈ 10ିଶ        (5) 
 
   
 
                    ܲ ൌ ܲ        
 
    680 ൈ ݃ ൈ 10 ൈ 10ିଶ ൌ 13600 ൈ ݃ ൈ ݕ2 ൈ 10ିଶ      
 
        ݕ ൌ 0.25		cm          (5) 
 
           
 
        ݔ  10 െ 15 ൌ  ݕ      
 
        ݔ െ 5 ൌ 0.25       
 
        ݔ ൌ 5.25		cm.          (5)    (25) 
 
 
 
 

  

A  B 

15 

10 

x 

y 
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(b)  A uniform rod, of length ℓ and weight W, is freely hinged at 
the point P. 
The rod is free to move about a horizontal axis through P. 
The other end of the rod is immersed in water. 
The relative density of the rod is 064.  
The rod is in equilibrium and is inclined as shown in the 
diagram. 

Find  

(i) the length of the immersed part of the rod in terms of ℓ 

(ii) the reaction at the hinge in terms of W. 

  [Density of water = 1000 kg m–3] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(i)   ܤ ൌ
ೣ
ℓ
ௐ

.ସ
ൌ

௫ௐ

.ସℓ
      or  ܤ ൌ  ݃ܣݔ1000   (5) 

 

        ܤ ቄℓ െ 1
2
ቅݔ sinߙ ൌ ܹ

ଵ

ଶ
	ℓ sinߙ    (5) 

 

       
௫ௐ

.ସℓ
ቄℓ െ 1

2
ቅݔ sinߙ ൌ ܹ

ଵ

ଶ
	ℓ sinߙ   

 

        ݔ2 ቄℓ െ 1
2
ቅݔ ൌ 0.64	ℓ2  

 

        0.64	ℓ2 െ ℓݔ2  2ݔ ൌ 0     
 
        ሺ0.4ℓ െ ሻሺ1.6ℓݔ െ ሻݔ ൌ 0 
 
          ݔ    ൌ 0.4ℓ        (5)   

 
 

    (ii)      ܴ  ܤ ൌ ܹ        (5) 
 

          ܴ 
௫ௐ

.ସℓ
ൌ ܹ         

 

          ܴ 
ହ

଼
ܹ ൌ ܹ   

 

            ܴ ൌ
ଷ

଼
ܹ      (5)    (25) 

  

x 

B 

R 

W 

α 

P 
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10.  (a)  One method of dyeing a piece of cloth is to immerse it in a container which has 
P grams of dye dissolved in a fixed volume of water. 

    The cloth absorbs the dye at a rate proportional to the mass of dye remaining. 

               
ௗ௫

ௗ௧
ൌ ݇ሺܲ െ  ሻݔ

    where t is time in seconds, x is the mass of dye absorbed by the cloth and k = 
ଵ

ହ
. 

(i) Find the time taken to dye a piece of cloth if a mass of  
ହ

଼
ܲ needs to be 

absorbed to reach the desired colour. 

(Note: 
ௗ௫

ା௫
ൌ ଵ


ln|ܽ  |ݔܾ  ܿ) 

An alternative method is to keep the mass of dye present in the water constant 
at P grams by continuously adding dye throughout the process. 

(ii)  Find the time taken to dye the piece of cloth to the desired colour using 
this method. 

 
 

  (i)     
ௗ௫

ௗ௧
ൌ

ି௫

ହ
 

 

        
ௗ௫

ି௫
ൌ ଵ

ହ
  ݐ݀     (5) 

 

        	ሾെ lnሺܲ െ ሻሿݔ

ఱ
ఴ

ൌ

ଵ

ହ
ሾݐሿ

௧     (5) 

 

        െ ln ቀଷ
଼
ܲቁ  lnܲ ൌ ଵ

ହ
 ݐ        

 

          ln ଼

ଷ
ൌ

ଵ

ହ
 ݐ      

 

          ݐ ൌ 50 ln ଼

ଷ
ൌ 49.0	s.    (5) 

 
 
 

(ii)       
ௗ௫

ௗ௧
ൌ



ହ
    

 

        ݔ݀ ൌ
ଵ

ହ
ܲ  ݐ݀          

   
 

        	ሾݔሿ

ఱ
ఴ

ൌ

ଵ

ହ
ܲሾݐሿ

௧       (5) 

 

       
ହ

଼
ܲ ൌ

ଵ

ହ
ܲ ൈ  ݐ

 

        ݐ ൌ
ଶହ

଼
ൌ 31.25		s.      (5)    (25) 
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(b) A particle P travelling in a straight line has a deceleration of 4ݒା	ଵ m s–2, 
where n (> 0) is a constant and v is its speed at time t (> 0). 

P has an initial speed of u. 

(i) Find an expression for v in terms of u, n and t. 

(ii) When n = 3 obtain an expression for the speed of P when it has travelled a 
distance of 3 m from its initial position. 

 
 
 

    (i)   
ௗ௩

ௗ௧
ൌ െ4݊ݒ	1 

 

        െ
ݒ݀
1	݊ݒ

ൌ  ݐ݀4       (5) 

 

       
ଵ


ൈ	ቂ

ଵ

݊ݒ
ቃ
௨

௩
ൌ 4ሾݐሿ

௧         (5) 

 

       
ଵ

݊ݒ
െ

ଵ

݊ݑ
ൌ  ݐ4݊        

 

        ݒ ൌ
ଵ

ସ௧ା
భ
ೠ
       

 

      ݒ ൌ ቆ
ଵ

ସ௧ା
భ
ೠ
ቇ

భ


ൌ ቀ ௨

ସ௧௨ାଵ
ቁ
భ
 ൌ

௨

ሺସ௧௨ାଵሻ
భ

    (5) 

 
 
 

(ii)      ݒ
ௗ௩

ௗ௦
ൌ െ44ݒ     

 

        െ
ݒ݀
3ݒ
ൌ  ݏ݀4        

 

        	ቂ
ଵ

ଶ௩మ
ቃ
௨

௩
ൌ 	 ሾ4ݏሿ

ଷ         (5) 
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